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Aulas 1 — Nocoes de logica.

Proposicao: E uma sentenca declarativa, seja ela expressa de forma afirmativa
ounegativa, na qual podemos atribuir um valor l6gico “V” (verdadeiro) ou “F”(falso).
Uma proposi¢do também pode ser expressa por simbolos. Vejamos alguns exemplos:

Brasilia é a capital do Brasil — E uma sentenca declarativa expressa de forma afirmativa.

Podemos atribuir um valor I6gico, como a sentenca € verdadeira seu valor légico € “V”.

A argentina ndo é um pais pertencente ao continente Africano — E uma sentenca
declarativa expressa na forma negativa. Podemos atribuir um valor légico, como a
sentenca é verdadeira, seu valor logico é “V”.

Todos os homens sdo mortais — E uma sentenca declarativa expressa na forma
afirmativa. Podemos atribuir um valor l6gico, como a sentenca é verdadeira, seu valor
l6gico é “V”

10 é um ndmero par positivo — E uma sentenca declarativa expressa na forma afirmativa.

Podemos atribuir um valor lI6gico, como a sentenca € verdadeira, seu valor légico é “V”

7+ 5 = 10 — E uma sentenca declarativa expressa na forma afirmativa. Podemos atribuir
um valor I6gico, como a sentenca é falsa, seu valor légico é “F”.

X - 2= 5 — Nao é uma proposi¢ao, pois nao sabemos o valor da variavel “x”, ou melhor,
nao podemos atribuir um valor l6gico “V” ou “F”. Porém para “torna-la” proposicao
bastaremos usar os chamados quantificadores.



As proposicoes l6gicas podem ser classificadas em dois tipos:

e Proposicao simples — Sao representadas de formadnica.
Ex: O cachorro é um mamifero.

e Proposicao composta — Sao formadas por um conjunto de proposi¢cdessimples,
(duas ou mais proposicoes simples ligadas por “conectivos 16gicos”).

Ex: Brasilia é a capital do Brasil ou Lima é a capital do Peru.



Podemos ver que atribuir um valor Iégico para uma proposicao simples é facil, mas e para
uma proposicao composta como faremos isso?
Utilizaremos um recurso chamado de tabelas verdade.

As tabelas verdade sdo usadas para representar todos os valores l6gicos possiveis de
uma proposicao. Voltemos ao exemplo anterior.
Brasilia € a capital do Brasil”, pode ser representada por “p”. Representando-a na tabela

verdade, temos:

p
Vv
F
Sabendo que uma tabela verdade é a representacao de todas as possibilidades I6gicas

de uma proposicdo, agora vamos estudar os conectivos logicos que ligam as
proposicdes compostas para sim podermos analisar os valores |6gicos de uma proposicao
composta.

Conectivos Logicos

Negacao ~ Nao p A bicicleta nao é azul

Thiago € médico

Conjun¢ao " Peq Jodo é Engenheiro

S Thiago é médico
Disjungéo v Pouq Jodo é Engenheiro
Disjuncao Exclusiva v OQupouq Ou Thiago é médico ou Joao é Engenheiro
Condicional R Se p entio q gr?ggr]liﬁgi(r)oé medico entao Joao e
Bicondicional PR P se e somente sé q Thiago é médico se e somente se Jodo €

médico

Conjuncao: Vimos pela tabela acima que a operagédo da conjungéo liga duas oumais
proposicdes simples pelo conectivo “e”. Observemos o exemplo:
Irei ao cinema e ao clube. Vamos montar a tabela verdade para a proposicdo composta

destacando todas as valoragdes possiveis.




Conjuncéao: pg (p e q)

mom < < [C
mn < mI<
m MM < [

* p: Irei ao cinema

* q: Irei ao clube
Observamos que a proposicao resultante da conjungéo so6 sera verdadeira quando as

proposicdes simples individuais forem verdadeiras.

Disjuncao: Vimos que a operacao da disjuncao liga duas ou mais proposicéessimples
pelo conectivo “ou”. Observemos o exemplo:

Darei-te uma camisa ou um cal¢cdo. Vamos montar a tabela verdade para a proposi¢ao
composta destacando todas as valoragdes possiveis.

Disjuncédo: pv g (p ou q)

P q pvq
v v v
v F v
F v v
F F F

e p: Darei-te uma camisa
e Q: Darei-te um calcéo
Observamos que a proposicao resultante da disjuncéo sé sera falsa quando as

proposicoes simples individuais forem falsas.

Disjuncao Exclusiva: Vimos que a estrutura da disjuncao exclusiva é “ou p ou gq”

Ex: Ou irei jogar basquete ou irei a casa de Joao




Montando a tabela verdade teremosDisjuncao Exclusiva: p v g (ou p ou q)

P q pvq
v v F
v F v
F v v
F F F

e p: Irei Jogar Basquete

e Q: lrei a casa de Joéo
Observe a diferenca entre a disjuncao inclusiva e exclusival Como o préprio nome diz

“exclusiva” a proposicao resultante da disjungcao exclusiva s6 sera “V” se uma das partes
for “F” e a outra “V” (independentemente da ordem) n&o podendo acontecer “V” nos dois
casos, caso aconteca a proposicao resultante desta operacéo sera falsa.

Condicional; Vimos que a estrutura condicional refere-se a “Se p entéo q”.
Ex: Se nasci em Salvador , entao sou Baiano.

e p: Nasci em salvador
e Q: Sou Baiano

Nesta estrutura vale destacar os termos suficiente e necessario
Observe que:

Se nasci em Salvador suficientemente sou baiano, agora, se sou baiano
necessariamente nasci em Salvador.

Regra: O que estaa esquerda da seta é sempre condicdo suficiente e o0 que esta a direita
€ sempre condigdo necessaria. ( p— Q).
Tabela Verdade da estrutura condicional-Condicional: p —q (Se... entao)

P q p—q
Y Y v
Vv F F
F Vv v
F F v

Observe que a condicional s6 sera falsa se a antecedente (lado esquerdo da seta) for

verdadeiro e a consequente (lado direito) da seta for falso.



Bicondicional: E a estrutura formada por duas condicionais... “ p se e somente seq’”.

Observe que:
Exemplo:
4 é maior que 2 se e somente se 2 for menor que 4 .

e p:4é maiorque?2
e Q:2émenorque 4
Temos que a bicondicional é equivalente a:

* p— g (Se 4 é maior que 2, entao 2 € menor que 4)

e g— p(Se2émenorque 4, entdao 4 é maior que 2)
A bi condicional expressa uma condigéo suficiente e necessaria.

e ser maior que 2 é condicao suficiente e necessaria para 2 ser menor do que 4.

Tabela Verdade
Bi condicional: p < q ( p se e somente se Q)
p q P—q
V Vv '
F vV F
F F '

A proposigao resultante da bi condicional sé sera falsa se as proposi¢des individuais
possuirem valoracao diferente.

Negacao: p: O Brasil € um Pais pertencente a América do Sul:~p: O Brasil nao é

um Pais pertencente a América do Sukq: X é Par~q: X nao é par ( ou X é impar)

As tabelas verdades sdo apenas um meio de saber a valoracdo das proposicdes
consideradas, ndo ha a necessidade de serem decoradas, uma vez que sao faceis de
serem entendidas. Porém existem pessoas que acham mais facil decora-las, enfim vai do
pensamento de cada um.

Vejamos um exemplo da Conjuncéo “e”

Analisemos a sentengca como uma promessa
“Irei a Argentina e irei ao Chile ©
O que se espera dessa proposicao (promessa)?

Que o individuo va para a argentina e também para o Chile ( V e V= V) Promessa

“V”élida.




Agora;

[

e Suponhamos que ele sé va a Argentina e ndo va ao Chile (Ve F =F)
Promessa “F’urada.

e Suponhamos que ele ndo va a Argentina e somente vai ao Chile (Fe V
= F) Promessa descumprida, “F’urada.

e Suponhamos que ela ndo va a Argentina nem ao Chile (F e F =F)
Promessa “F’urada.

e Vemos o que torna a proposicao verdadeira no caso da conjungao é que
ambas as partes sejam “V”.

Aulas 2 — Numeros inteiros e irracionais

NUMEROS INTEIROS - Z

Definimos o conjunto dos numeros inteiros como a reuniao do conjunto dos
nameros naturais (N = {0, 1, 2, 3, 4,..., n,...}, o conjunto dos opostos dos
nameros naturais e o zero.

Este conjunto é denotado pela letra Z.

Este conjunto pode ser escrito por: Z ={...,-4,-3,-2,-1,0,1, 2,3, 4, ...}

O conjunto dos numeros inteiros possui alguns subconjuntos notaveis:

O conjunto dos numeros inteiros nao nulos: Z* = {..., -4, -3, -2, -1, 1, 2, 3,
4,.};, 2" =Z-{0}

O conjunto dos numeros inteiros nao negativos: Z+ = {0, 1, 2, 3, 4,...} Z+ é 0
préprio conjunto dos numeros naturais: Z+ = N

O conjunto dos numeros inteiros positivos: Z*+ = {1, 2, 3, 4,...}
O conjunto dos numeros inteiros nao positivos: Z_ ={..., -5, -4, -3, -2, -1, 0}
O conjunto dos numeros inteiros negativos: Z*_ ={..., -5, -4, -3, -2, -1}

Modulo: chama-se modulo de um ndmero inteiro a distancia ou afastamento
desse numero até o zero, na reta numérica inteira.

Representa-se o médulo por | |.

O médulo de 0 é 0 e indica-se |0| =0

O moédulo de +7 € 7 e indica-se |+7| =7

O médulo de -9 é 9 e indica-se |-9| =9

O moédulo de qualquer numero inteiro, diferente de zero, € sempre positivo.

Numeros Opostos: Dois nimeros inteiros sdo ditos opostos um do outro
guando apresentam soma zero; assim, 0s pontos que os representam distam
igualmente da origem.

Exemplo: O oposto do numero 2 € -2, e 0 oposto de -2 é 2, pois 2 + (-2) = (-
2)+2=0

No geral, dizemos que o oposto, ou simétrico, de a é — a, e vice-versa;
particularmente o oposto de zero é o préprio zero.

Propriedades da adicao de numeros inteiros:



O conjunto Z é fechado para a adicao, isto é, a soma de dois numeros
inteiros ainda € um numero inteiro.
1 Associativa: Paratodos a,b,cemZ:a+(b+c)=(@+b)+c2+(3+7)

=(2+3)+7

1 Comutativa: ParatodosabemZ:a+b=b+a3+7=7+3

1 Elemento Neutro: Existe 0 em Z, que adicionado a cada z em Z,
proporciona o proprio z,isto é:z+0=z7+0=7

. Elemento Oposto: Para todo z em Z, existe (-z) em Z, tal que z + (-2) =
09+(-9)=0

Propriedades da multiplicacao de numeros inteiros:

O conjunto Z é fechado para a multiplicacao, isto €, a multiplicacdo de dois
numeros inteiros ainda € um numero inteiro.
1 Associativa: Para todos a,b,cem Z:ax (bxc)=(axb)xc2x(3x7)=

(2x3)x7

1 Comutativa: Paratodos aoemZ:axb=bxa3x7=7x3
Elemento neutro: Existe 1 em Z, que multiplicado por todo z em Z,
proporciona o proprio z,isto é:zx1=z7x1=7

1 Elemento inverso: Para todo inteiro z diferente de zero, existe um
inverso z—1 =1/zem Z,talque zx z-1 =z x (1/2) =1 9 x 9-1 =9 x
(1/9) = 1

1 Distributiva: Para todos a,o,cem Z:ax (b +c)=(axb) + (axc) 3 x
(4+5) = (3x4) + (3x5)

NUMEROS RACIONAIS - Q

Um namero racional é o que pode ser escrito na forma % onde m e n séo

nameros inteiros, sendo que n deve ser diferente de zero.

Frequentemente usamos m/n para significar a divisao de m por n. Como
podemos observar, nimeros racionais podem ser obtidos através da razao
entre dois numeros inteiros, razdo pela qual, o conjunto de todos os niumeros
racionais é denotado por Q.

Assim, é comum encontrarmos na literatura a notacao:

Q={-:menemZ onde n é diferente de zero}

No conjunto Q destacamos os seguintes subconjuntos:

e Q* = conjunto dos racionais nao nulos;



¢ Q+ = conjunto dos racionais ndo negativos;
e Q*+ = conjunto dos racionais positivos;
e Q _ = conjunto dos racionais nao positivos;

e Q*_ = conjunto dos racionais negativos.

Propriedades da Adicao de Numeros Racionais

O conjunto Q é fechado para a operacado de adicao, isto é, a soma de dois
nameros racionais ainda € um numero racional.

e Associativa: Paratodos a,b,cemQ:a+(b+c)=(a+b)+c

e Comutativa: Paratodosa,bemQ:a+b=b+a

e Elemento neutro: Existe 0 em Q, que adicionado a todo q em Q,
proporciona o proprio q, isto é: q+ 0 =q

e Elemento oposto: Para todo gem Q, existe -qem Q, talque g+ (—q) =0

Propriedades da Multiplicacao de Numeros Racionais

O conjunto Q é fechado para a multiplicacao, isto €, o produto de dois numeros
racionais ainda € um namero racional.

e Associativa: Paratodos a,b,cemQ:ax(bxc)=(axb)xc

e Comutativa: Paratodosa,bem Q:axb=bxa

e Elemento neutro: Existe 1 em Q, que multiplicado por todo g em Q,
proporciona o proprio g, isto é:qx 1 =q

e Elemento inverso: Para todo q = %em Q, q diferente de zero, existe

q? =%emO:q xql=1

e Distributiva: Paratodos a,b,cemQ:ax(b+c)=(axb)+(axc)

Assim, podemos construir o diagrama:




Aula 3 e 4 — Principio de inducao matematica

Inducado matematicaé um método deprova matematicausado para
demonstrar a verdade de um numero infinito de proposi¢cdes. A forma mais
simples e mais comum de indu¢do matematica prova que um enunciado vale
para todos 0s numeros naturais n e consiste de dois passos:
1. A base: mostrar que o enunciado vale para n= 0, ou n= 1, dependendo
da definicao utilizada de N;
2. O passo indutivo: mostrar que, se o enunciado vale para n = k, entdo o
mesmo enunciado vale paran=k+ 1.
Seja P(n) um predicado definido para os inteiros n, e seja n0 um inteiro fixo.
Suponha que as duas afirmacdes seguintes sejam verdadeiras:
1. P(n,)é\V.
2. Para todos inteiros k > n,, se P(k) € V entdo P(k + 1) é V. = Logo, a

afirmagéo para todos inteirosn > n,, P(n) é V.

P(n)
I

Ny Inteiros

A prova de uma afirmacao por inducao matematica é feita em dois passos:
1. Passo base: é provado que P(n0) é V para um dado n0 especifico.
2. Passo indutivo: é provado que para todos inteiros k = n0, se P(k) & V
entdo P(k + 1) é V.
O passo indutivo pode ser escrito formalmente como:

Vinteiros k > n,, seP(k) entdo P(k + 1)
Pelo método da generalizacdo de um elemento especifico genérico, para
provar o passo indutivo deve-se:
e Supor que P(k) € V, onde k € um elemento especifico mas escolhido
arbitrariamente de tal forma que seja maior ou igual a n,.
e Provarque P(k + 1)é V.

e Este principio pode ser expresso pela seguinte regra de inferéncia:



[P(n0) A Vk(P(k) = P(k + 1))] » VnP(n).

P(n)
o~
jp—
Ping)  Pny) P(ny) P(k) P(k+) Inteiros

— Numa prova por inducdo matematica ndo é assumido que P(k) é
verdadeiro para todos os inteiros! E mostrado que se for assumidoque
P(k) é verdadeiro, entdo P(k + 1) também é verdadeiro.

— Assim, na prova por inducdo matemdatica devemos usar
obrigatoriamente o predicado P(k) (hipétese que estamos supondo ser

verdadeira).

» Exemplo 1:

Prove que
1
P): 142+ . +n="0FD

para todos inteiros n > 1.

Prova (por indugdo matematica):

1. Passo base: P(ng) = P(1): Parang=1,1 = leil = 1 e a férmula
é verdadeira para ng = 1.

2. Passo indutivo: se a formula € verdadeira para n = k entdo deve ser ver-
dadeiraparan =%k 4+ 1,i.e., P(k) — P(k+ 1).
— Suponha que a féormula é verdadeira paran = k, i.e.,

k(k+1
Pk) : 1-[-2+...-|-k=(_2+_)
para algum inteiro k > 1. [hipétese indutiva]
Deve-se mostrar que
(k+1)(k+2)

Plk+1):1424...4+(k+1) = >



Sabe-se que

k(k 1
1424kt (k+1) = %Hkﬂ)
Kk +1) | 2(k+1)

2 2
k2 4+ 3k + 2

2
(k+1)(k+2)

2

[Isto era o que devia ser provado.]

Observe que na prova por indu¢cdo matematica devemos usar obrigatoriamente
o predicado P (k). Esse € um dos grandes desafios neste tipo de prova, como
veremos em outros exemplos.

A soma
1+24...+k+ (k+ 1),

que aparece no predicado P(k + 1), possui os termos 1 a k, cuja soma (1 +
24 ...+ k) vale ﬂk;'—ll pela hipétese indutiva. Como estamos supondo que
ela é verdadeira, podemos definir uma igualdade onde esses termos do lado
esquerdo sao substituidos por essa fracao do lado direito:

k(k+1
1+2+...+k+(k+1)=%+(k+1)-
> Exemplo 2:
Prove que
. n i._._?,;:r1+1_]_
P(n).igor—ﬁ

para todos inteiros n > 0O e para todos numeros reais r, r #= 1.

Prova (por indugao matematica):

0+1_ _
1. Passo base: P(ng) = P(0): Parang =0,719=1=" p— 1= i_} =1

e a férmula é verdadeira para ng = 0.

2. Passo indutivo: se a férmula é verdadeira para n = k entdo deve ser ver-
dadeiraparan =k +1,i.e., P(k) —» P(k+ 1).




. k+1
— P(k) : Zf:o rt = "":f_il—l para k > 0. [hipétese indutiva]

— Deve-se mostrar que P(k + 1) : Zi.‘;"c} rt =

k+1

>
i=0

> Exemplo 3:

Prove que

rk+2_1
r—1

k P
Z r _I_,rk-l-l
1=0

k+1
rktl -1 4kl

r—1
rktl 1 Rl — 1)

r—1 r—1
rhtl _ 1 pkt2 _ k41

r—1

rkt+2 _ 1

r—1

P(n) : 22" —1 édivisivel por 3,

paran > 1.

Prova (por indugdo matematica):

1. Passo base: P(ng) = P(1): Parang = 1, 22’1 — 1 = 3 que é divisivel

por 3.

2. Passo indutivo: se a férmula é verdadeira para n = k entdo deve ser ver-
dadeiraparan =k + 1,i.e.,, P(k) - P(k+1).

— P(k) : 22F — 1 é divisivel por 3. [hipétese indutiva]
— Deve-se mostrar que P(k 4 1) : 22(k+1) _ 1 ¢é divisivel por 3.



22(k+1) _ 1 — o2k+2 _ 4
22k 22 _ 4

|
N
N
?\-u
w
_I._
o)
N
M
-
|
=
-

que é divisivel por 3.
> Exemplo 4:
Prove que

P(n): 2042 4224 4on=2onFl_ 1,

paran > 0.

Prova (por inducao matematica):
1. Passo base: P(ng) = P(0): Parang =20=1,21 -1 =1.

2. Passo indutivo: se a formula é verdadeira para n = k entao deve ser ver-
dadeiraparan =k + 1,i.e, P(k) - P(k+ 1).

— P(k): 20421 4224 . 4 2F =2Fr1 _ 1 parak > 0. [hipétese indutiva]
— Deve-se mostrarque P(k+1) : 20421 422 4 4 ok+l = Dk+2 _

20 42l 402 4 ok okl — (ol _ 1) 4 okl

= 2.2k1_4
— 2k+2_1



Aulas 5 e 6 — Estruturas Algébricas.

Chama-se operacédo interna em A ou apenas operagdo em A, toda
aplicacao
f: AxA— A do produto cartesiano AxA em A .

Portanto, uma operacédo f em A faz corresponder a todo par ordenado
(x,y) de AXA um unico elemento f[(x,y)] = X * y (Ié-se : "x estrela y") de A. Neste
caso, diremos também queA é um conjunto munido da operagao * .

O elemento x * y € denominado de composto de x e y pela operacéo f;
os elementosx e y do composto x * y sdo denominados de termos do composto
X * y; 0s termos x e y docomposto x * y sdo chamados, respectivamente,
primeiro e segundo termos ou, entdo, termoda esquerda e termo da direita.

Simbolicamente:

AXA

Diz-se que o conjunto A acha-se munido da operagdo * , 0 conjunto AxA
chama-se dominio da operagéo e denota-se por (A, * ).
Outros simbolos poderao ser utilizados para operacéao genérica como: Q,P, L,
oe [l
Exemplos e Contraexemplos:
01. A adicdo e a multiplicacdo de numeros naturais sdo operacdes internas
no conjunto dos numeros naturais, porque:

(x,y)€ NxXN - x + y € Ne(x,y)€ NxN - x.y € N

02. A divisdo de racionais nao nulos é uma operacao interna no conjunto dos
namerosracionais nao nulos, porque:

(x,y)eoxo,ege@

03. Observe que a diferenca de numeros naturais ndo é uma operacao
interna em N, porém, a mesma operacdo definida no conjunto dos
nameros inteiros € uma operacao interna em Z.

04. A adicao em M,,,,.,(:MN) € uma operagao interna.

05. Justifique porque a operacdo x Yndao € uma operagao interna no conjunto
dos numeros racionais.



e GRUPO
Definicdo: Seja G um conjunto ndo vazio munido de uma operacao * . Diz—
se que a operacao * define uma estrutura de grupo sobre o conjunto G ou
que o conjunto G € um grupo em relagdo a operagdo * quando as
seguintes propriedades sao validas:
(G1) Associativa:
— Quaisquer que sejam x, y € z € G, tem—se xx (y* z) = (x* y) * z.
(G2) Elemento Neutro:
— Existe em G um elemento e tal que xx e = ex x qualquer que seja x € G.
(G3) Elementos Simétricos:
— Para todo x em G, existe um elemento x' em G tal que x*x' = X'x X = €.
Por outro lado, G é um grupo se o par ( G, * ) € um mondide que satisfaz a
condigdo suplementar de que todo elemento de G é simetrizavel para a
operacao

e GRUPO COMUTATIVO
Definicdo:Se (G, * ) € um grupo e a operagao [ € comutativa, entdo diz—se
que o par ( G, * ) éum grupo comutativo ou grupo abeliano (homenagem ao

matematico noruegués NielsHenrik Abel do século XIX, 1802 — 1829).

(G4)Comutativa:
Xy =X+y—10=y + X =10 = y*x

e ANEL

Definicio:
Seja A um conjunto nio vazio ( A # @ ) munido de duas operagdes internas @ e @.
Diz—se que a terna ( A, @, @ ) ¢ um anel quando as operagdes mternas @ e @ possuem
as seguintes propriedades :
(Ay) O par ( A, @ ) ¢ um grupo abeliano;
(As)Va,b,ce Actem—se a®@(b®¢)=(a®@b)®¢
(As) Va,b,ce Atem-se: a@(b@&c)= a®b & a®c
(b&®c¢)®a=b®a D c@a

e CORPO



Definiciio:

Chama-se corpo todo anel comutative ( C, @, @ ) com elemento unidade e tal que
todo elemento nido nulo de C & inversivel para a operagio & .
Em outras palavras, corpe é toda terna ordenada ( C, @, ® ) que satisfaz as seguintes
condigoes :
(Cy) (C,®) ¢ um grupo abeliano;
(C3) (C* ®) ¢ um grupo abeliano;

(Cs) A operagio @ ¢ distributiva em relagio a operagio @ .
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